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We define a particular class of regular prehomogeneous vector spaces of
parabolic type in relation with orthogonal roots, on a field of characteristic 0. We
give the structure and the orbits of simple elements associated to the nonzero
nilpotent elements of the prehomogeneous vector spaces in terms of these orthogo-
nal roots. Q 1997 Academic Press
1. INTRODUCTION
Soit F un corps de caracteristique 0. On considere une algebre de Lie g ,Â Á Á
definie sur F, semi-simple, de dimension finie, munie d'une graduationÂ
w xg s g g , g ; g . .[ i i j iqj
igZ
Les derivations de g etant interieures, il existe un unique element H ,Â Â Â Â Â 0
appartenant a g , qui definit la graduation i.e.Á Â0
ad H rg s i Idrg . .0 i i
w xg est reductive dans g 2, Lemma 2, Sect. 1, No. 3, Chap. VII .Â0
 .Soient G le centralisateur de H dans le groupe Aut g des automor-0 0
phismes de g qui sont elementaires sur une cloture algebrique F de F, GÂ Â Ã Â e
w xle groupe des automorphismes elementaires de g , g qui centralise doncÂ Â 0 0
 .H on a les inclusions suivantes: G ; G , G opere sur chaque g ; onÁ0 e i
  . .considere le triplet G s Aut g , Ad, g , que l'on note indifferemmentÁ Á0 H 10
 .  .   .G, g ou de maniere infinitesimale g , g ou encore g , g , HÁ Â1 0 1 0 1 0
41
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.lorsqu'on desire mettre en evidence l'element definissant la graduationÂ Â Â Â Â
appele abusivement prehomogene de type parabolique, en effet F etantÂ Â Á Â
  . .une cloture algebrique de F, alors G s Aut g m F , Ad, g m F s gÃ Â 0 F H 1 F 10
est un prehomogene de type parabolique au sens usuel c'est a dire ayantÂ Á Á
une orbite Zariski-ouverte; [ g est une sous-algebre parabolique deÁiiG 0
 .  .g. G, Ad, g est alors une F-forme de G, Ad, g .1 1
 .Rappelons qu'un sl -triplet est un triplet x, h, y d'elements de g ,Â Â2
 .different de 0, 0, 0 et verifiant les relations de commutation suivantes:Â Â
w x w x w xx , y s yh , h , x s 2 x , h , y s y2 y
w x2, Sect. 11, No. 1, Chap. VIII et il est bien connu que pour tout x non nul
appartenant a g , i non nul, il existe h appartenant a g et y appartenantÁ Ái 0
 . a g tels que x, h, y soit un sl -triplet c'est une generalisation duÁ Â Âyi 2
.theoreme de Jacobson]Morozov .Â Á
DEFINITION 1.1. Un element h est dit 1-simple si il existe un sl -tripletÂ Â 2
 .  .  .x, h, y tel que x resp. y soit dans g resp. g . Un tel sl -triplet est1 y1 2
appele 1-adapte.Â Â
 wLe resultat suivant qui est une variante de 2, Proposition 1, Sect. 11,Â
x.No. 1, Chap. VIII est classique.
 .  .PROPOSITION 1.2. Deux sl -triplets x, h, y et x9, h9, y9 1-adaptes sontÂ2
G conjugues si et seulement si x et x9 le sont.Â
 .Lorsque F est algebriquement clos, pour que deux sl -triplets x, h, y etÂ 2
 .x9, h9, y9 1-adaptes soient G conjugues, il faut et il suffit que h et h9 soient.Â Â
Soit a une sous-algebre abelienne deployee maximale de g contenantÁ Â Â Â
H ou ce qui revient au meme une sous-algebre abelienne deployeeÃ Á Â Â Â0
.  .maximale de g . On note D le systeme de racines de g , a ; il estÁ0
egalement gradue par H :Â Â 0
D s l g D N l H s i . 4 .i 0
L'ordre considere est toujours tel que toute racine de D , i ) 0 soitÂ Â i
  .positive. W est le groupe de Weyl associe a D et W s w g W N w H sÂ Á 0 0
4H celui associe a D .Â Á0 0
Le but de ce travail est de decrire la structure et de donner les orbitesÂ
 .1-simples des prehomogenes g , g , H pour lesquels il existe des racinesÂ Á 0 1 0
de D deux a deux orthogonales dont la somme des co-racines vaut 2 HÁ1 0
 .prehomogenes dit ``faiblement commutatif'' . Ces prehomogenes ont uneÂ Á Â Á
structure simple qui generalise celle des prehomogenes commutatifsÂ Â Á
reguliers de type parabolique. Les demonstrations se font simplement parÂ Â
recurrence.Â
La description par paragraphe est la suivante.
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w xDans le paragraphe 2, a l'aide de 13 on montre qu'il existe uneÁ
injection de l'ensemble des orbites 1-simples dans l'ensemble W _ Wr0
 .W y W theoreme 2.3 et que toute orbite 1 simple est associee a unÂ Á Â Á0 0
ensemble de racines deux a deux fortement orthogonales de D DÁ iG1 i
 .proposition 2.5 .
Ceci amene a definir dans le paragraphe 3 les differents types deÁ Á Â Â
prehomogenes suivant que les racines de D deux a deux orthogonalesÂ Á Á1
dont la somme des co-racines vaut 2 H soient fortement orthogonales0
 .type quasi-commutatif ou bien qu'il existe des sl -triplets qui commutent2
deux a deux ayant comme element 1-simple ces co-racines cas presque-Á Â Â
.commutatif .
Dans le paragraphe 4 on montre que D s B pour i G 3 et on decrit DÂi
 . lemmes 4.2, 4.3 et proposition 4.4 ainsi que W _ WrW y W proposi-0 0 0
. w xtions 4.5 et 4.7 . On retrouve ainsi des resultats analogues a ceux de 7 etÂ Á
w xde 8 . On decrit egalement les orbites 1-simples dans le cas presqueÂ Â
 . deploye proposition 5.2.5 et dans le cas presque-commutatif corollaireÂ Â
.4.6 .
Le paragraphe 5 est consacre a l'etude du cas particulier ou toutes lesÂ Á Â
racines orthogonales dont la somme des co-racines vaut 2 H sont egale-Â0
 .ment 1-minimales definition dans le paragraphe 3 . Dans ce cas laÂ
structure et les orbites sont decrites par un systeme de racines restreintÂ Á
 .lemma 5.1.2 .
On y montre egalement que les prehomogenes faiblement commutatifsÂ Â Á
sont associes a des-sous-algebres paraboliques maximales propositionÂ Á Á
.5.1.1 .
Dans le paragraphe 6 on donne la liste des prehomogenes concernes enÂ Á Â
termes de systemes de racines pour la commodite du lecteur.Á Â
w x w xCertains resultats de ce travail sont inspires de 6 et de 8 .Â Â
Â2. SUR LES ORBITES 1-SIMPLES DANS LE CAS GRADUE
On reprend les notations de l'introduction. On note e l'application
 .   . .naturelle de Aut g , a dans W, alors W s e Aut g , a et l'action de0 0 0 H 0
 .Ker e restreinte a a se reduit a l'identite.Á Â Á Â
Indiquons deux resultats classiquesÂ
LEMME 2.1. Soient c une sous-algebre de a et g un automorphisme de gÁ
y1 .tels que g c soit inclus dans a alors il existe un automorphisme elementaireÂÂ
g 9, centralisant c tel que g 9g normalise a.
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Demonstration. On considere l'algebre reductiveÂ Á Á Â
w x aE c s x g g N c, x s 0 ;c g c s g [ E a 4 .  .[0 0
 .agD , arc s0
 .alors a et g a sont deux sous-algebres abeliennes deployees maximalesÁ Â Â Â
  ..de cette algebre donc elles sont conjuguees par un element de Aut E cÁ Â Â Â e 0
w x   ..12, Theorem 2, p. 27 ainsi il existe g 9 appartenant a Aut E c tel queÁ e 0
 . .  .g 9g a s a et g 9 c s c pour tout c de c.
LEMME 2.2. Soit h un element 1-simple alors il existe g dans G et h9 dansÂÂ e
 .a tels que g h s h9.
Demonstration. On procede comme dans le lemme 2.1 en considerantÂ Á Â
a9 une sous-algebre abelienne deployee maximale contenant la sous-Á Â Â Â
algebre abelienne deployee Fh [ FH ; a et a9 sont deux sous-algebresÁ Â Â Â Á0
abeliennes deployees maximales de g donc elles sont conjuguees parÂ Â Â Â0
w x.Aut g , g d'ou le resultat.Á Âe 0 0
THEOREME 2.3. Il existe une injection naturelle de l'ensemble des orbites
4 de G dans les elements 1-simples dans l'ensemble des representants d'ordreÂÂ Â
42 de W _ WrW .0 0
 .Demonstration. Soit h un element 1-simple appartenant a a , x, h, yÂ Â Â Á
  ..   ..   ..un sl -triplet 1-adapte, u s exp ad x exp ad y exp ad x l'automor-Â2 x, h, y
phisme elementaire associe. On a alors les relations suivantes:Â Â Â
u h s yh , u H s H y h. ) .  .  .x , h , y x , h , y 0 0
Par le lemme 2.1 applique a la sous-algebre c s Fh [ FH de a , il existe gÂ Á Á 0
 . .dans G centralisant c tel que gu a s a. Soit g 9 s gu alorsx, h, y x, h, y
 .  .g 9 g Aut g , a verifie les relations ) .Â0
On a ainsi montre qu'a tout element 1-simple h appartenant a a onÂ Á Â Â Á
peut associer au moins un automorphisme, note encore par abus u , deÂ h
 .  .Aut g , a verifiant les relations ) .Â0
Soient h et h9 deux elements 1-simples appartenant a a , situes dans uneÂ Á Â
meme orbite de G donc en fait par le lemme 2.1 dans une meme orbite deÃ Ã
 . .  .Aut g , a et u , u deux automorphimes de Aut g , a verifiant lesÂ0 H h h9 00
 .  .proprietes ) , on a alors en notant g l'element de Aut g , a tel queÂ Â Â Â 0 H 0
 .g h s h9:
y1 y1 y1y1 y1u ? g ? u H s u ? g H y h9 s u H y h s H .  .  .  .  .  .h h9 0 h 0 h 0 0
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donc
y1 y1 y1y1e u ? g ? u s e u ? e g ? e u g W .  .  .  . .h h9 h h9 0
d'ouÁ
W e u W s W e u W .  .0 h 0 0 h9 0
ainsi a chaque orbite d'elements 1-simples on peut faire correspondre, parÁ Â Â
 .le lemme 2.2, une double classe W e u W .0 h 0
Nous verrons dans la proposition 2.5, que l'on peut prendre u de lah
forme  u , les racines b , 1 F i F r etant des racines deux a deuxÂ Á1F iF r h ibi  .fortement orthogonales de D D , alors e  u s  siG1 i 1F iF r h 1F iF r bb ii
est un representant d'ordre deux.Â
Cette application est trivialement injective car l'egalite de deux doublesÂ Â
classes de la forme precedente se traduit par une egalite de la forme:Â Â Â Â
e g u ? g s e u , g , g g Aut g , a . .  .  . H1 h 2 h9 1 2 0 0
 .  .  .Il suffit alors de calculer g u ? g H s H y g h et u H s H y h9,1 h 2 0 0 1 h9 0 0
 .or ces deux quantites sont egales donc g h s h9, ainsi h et h9 sont dansÂ Â 1
la meme orbite.Ã
COROLLAIRE 2.4. Soit F algebriquement clos, il existe une injection na-Â
 4 turelle de l'ensemble des orbites de G dans g dans l'ensemble des1
4representants d'ordre inferieur ou egal a 2 de W _ WrW .Â Â Â Á 0 0
Demonstration. A l'orbite nulle on associe W . Comme F estÂ 0
 4algebriquement clos, les orbites de G dans g y 0 sont en bijection avecÂ 1
 .les orbites de G dans les elements 1-simples proposition 1.2 , il suffit alorsÂ Â
d'appliquer le theoreme precedent.Â Á Â Â
PROPOSITION 2.5. Pour tout h 1-simple il existe g dans G et des racines
b , . . . , b , deux a deux fortement orthogonales de D D telles que gh sÁ1 r iG1 i
 . b H h .1F iF r i 0 b i
 .Demonstration. 1 Pour ceci on reprend la construction des ``sup-Â
w xports'' d'elements nilpotents selon Vinberg 13 que l'on redonne ci-Â Â
dessous pour la commodite du lecteur.Â
 .Completons h en un sl -triplet 1-adapte e, h, ¨ , soit h une sous-algebreÂ Â Á2
abelienne, deployee, maximale de Z , centralisateur de la t.d.s Fe [Â Â Â  e, h, ¨ .
Fh [ F¨ contenant h y 2 H , on peut completer h en une sous-algebreÂ Á0
 .abelienne, deployee, maximale, a9, de g . Le centralisateur de h , E hÂ Â Â 0 0
est une algebre reductive dont le centre contient H y hr2 et dont onÁ Â 0
 .note s la partie semi-simple, qui est appelee support de e; comme e, h, ¨Â
est dans s , la graduation s s s l g est donnee par l'element hr2; leÂ Â Âi i
 .  .prehomogene s , s , hr2 est tel que h est 1-simple au sens de s , s .Â Á 0 1 0 1
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Comme a et a9 sont dans la meme orbite de G, il existe g g G tel queÃ
 .   .  .  ..g a9 s a , le sl -triplet 1-adapte e9 s g e , h9 s g h , ¨ 9 s g ¨ est telÂ2
 .  .que Z s g Z or h9 s g h est une sous-algebre abelienne,Á Â e9, h9, ¨ 9. e, h, ¨ .
deployee, maximale de Z incluse dans a d'ouÂ Â Á e9, h9, ¨ 9.
E h9 s g a [ E a avec D h9 s a g D N a h9 s 0 . 4 .  .  .  .[0 0
 .agD h 9
s9 le support de e9 est donne par:Â
s9 s g a [ E a Fs9. .[ 0
 .agD h 9
 .Remarquons que le centralisateur de e9 dans E h9 est egalement leÂ0
 .centralisateur de la t.d.s Fe9 [ Fh9 [ F¨ 9 dans E h9 et par consequentÂ0
le centralisateur de h9 dans Z d'ou la dimension de h9 est egale auÁ Â e9, h9, ¨ 9.
 .  X .rang du centralisateur de e9 dans E h9 donc rang s s 0.0 e9
 . iChaque ideal s9 de s9 correspond a une composante irreductibleÂ Á Â
 . i  . i  . . iD h9 de D h9 , h9 est alors la somme des elements h9 de s9Â Â 0
 . idonnant la graduation a s9 . Les differentes composantes irreductiblesÁ Â Â
 . i  .D h9 sont 2 a 2 fortement orthogonales dans D car D h9 est une partieÁ
 . i  . i i .close de D. Chaque prehomogene s9 , s9 , h9 r2 est encore tel queÂ Á 0 1
i  . i  . i .  . ih9 soit 1-simple au sens de s9 , s9 . Notons que pour b g D h9 on a0 1
 .  .  i .b H s b h9r2 s b h9 r2 .0
Ainsi il suffit de montrer la proposition pour chaque element h9i duÂ Â
prehomogeneÂ Á
i i X is9 , s9 , h r2 .  . .0 1
c'est a dire en fait pour l'element 2 H , H etant l'element definissant laÁ Â Â Â Â Â Â0 0
 .graduation d'un prehomogene g , g tel que 2 H est 1-simple et pourÂ Á 0 1 0
lequel le systeme de racines D est irreductible. On se place desormais dansÁ Â Â
cette situation.
 .  .2 Soit donc un prehomogene g , g , H tel que D soit irreductibleÂ Á Â0 1 0
 .et 2 H soit 1-simple et notons x, 2 H , y un sl -triplet 1-adapte, l'auto-Â0 0 2
 .morphisme elementaire associe, note g, verifie g H s yH .Â Â Â Â Â 0 0
Par le lemme 2.1 applique a la sous-algebre c s FH , il existe g 9Â Á Á 0
 .  .  .appartenant a Aut g , a tel que g 9 H s yH . Notons w s e g 9 , alorsÁ 0 0 0
 .  <  . 4D D ; D w s a ) 0 w a - 0 donc si w designe l'element deÂ Â ÂiG1 i 1
 .plus grande longueur de W nous avons D w w ; D d'ou w w g W .Á1 0 1 0
Ainsi l'element H verifie les relations suivantes:Â Â Â0
;a g D w a H s ya H . )) .  .  .  .1 0 0
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Notons que ceci ne represente que la traduction du fait bien connu que leÂ
w xparabolique associe au prehomogene est auto-oppose 11 .Â Â Á Â
 .Lorsque l'element y1 est dans W, il existe l s rang D racines deux aÂ Â Á
deux fortement orthogonales que l'on peut donc choisir positives et les
w xnoter b , . . . , b 1, Chap. 6, Sect. 1, Ex. No. 15 , il suffit alors d'ecrire lesÂ1 l
 4composantes de H dans la base h , 1 F i F l . Ceci convient pour tout0 b i
les systemes de racines ireductibles sauf pour A , D , E .Á Â l 2 lq1 6
Pour les trois cas restants, on construit une suite de racines deux a deuxÁ
fortement orthogonales par orthogonalisations successives en partant de la
plus grande racine b de D, puis des plus grandes racines des composantes1
  . 4irreductibles de a g D N a , b s 0 etc. Ceci se fait par simple lectureÂ 1
des diagrammes de Dynkin completes.Â Â
On considere alors le F-espace vectoriel V s [ Fh et onÁ b1F iF r i
caracterise les elements de V par des equations lorsqu'on munit a de laÂ Â Â Â
base duale correspondant aux racines simples a , . . . , a de D. Il suffit1 l
alors de verifier que les equations qui caracterisent le sous-espace V sontÂ Â Â
 .donnees exactement par les relations )) .Â
 .Soit h g a , on note pour pour 1 F i F l, b s a h et on rappelle quei i
w est d'ordre 2.1
D s Al
w xLes notations sont celles de la planche I de 1 . On etablit immediate-Â Â
ment la liste suivante:
l q 1
k s 1, . . . , , b s a .k i2 kFiFlykq1
w . xh est dans V si et seulement si k s 1, . . . , l q 1 r2 , b s b ce quik lykq1
 .termine la demonstration car w a s ya .Â 1 k lykq1
D s D2 lq1
w xLes notations sont celles de la planche IV de 1 . On etablit immediate-Â Â
ment la liste suivante:
k s 1, . . . , l , b s e y e s a2 i 2 iy1 2 i 2 iy1
b s e q e s a q 2 a q a q a .2 iy1 2 iy1 2 i 2 iy1 j 2 l 2 lq1
2 iFjF2 ly1
 .h est dans V si et seulement si b s b or w a s ya pour2 l 2 lq1 1 k k
 .k F 2 l y 1 et w a s ya .1 2 l 2 lq1
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D s E6
w xLes notations sont celles de la planche V de 1 . On etablit immediate-Â Â
ment la liste suivante:
b s a q 2a q 2a q 3a q 2a q a ,1 1 2 3 4 5 6
b s a q a q a q a q a , b s a q a q a , b s a .2 1 3 4 5 6 3 3 4 5 4 4
 .h est dans V si et seulement si b s b et b s b or w a s ya pour1 6 3 5 1 k k
k s 2, 4 et
w a s ya , w a s ya . .  .1 1 6 1 3 5
 .PROPOSITION 2.6. Soit g , g , H un prehomogene tel que g soitÂ Á0 1 0
 4deployee sans composante de type G et g s 0 pour i G 3, alors pour toutÂ Â 2 i
h 1-simple il existe g dans G et des racines b , . . . , b , deux a deux fortementÁ1 r
 .orthogonales de D j D telles que gh s  b H h et si dans la liste1 2 1F iF r i 0 b i
precedente il existe des racines appartenant a D , notee b , . . . , b alors ilÂ Â Á Â2 1 s
existe s racines de D , notees d , . . . , d telles queÂ1 1 s
 .i d , . . . , d , b , . . . , b soient deux a deux fortement orthogonalesÁ1 s sq1 r
 .  . ii D l [ Zb [ Zd s "b , 1 F i F r, " d ,i i i j1F iF r 1F iF s
 . 4" b y d , 1 F j F sj j
 .  .  .iii Pour 1 F j F s n b , d s n d , b s 1.j j j j
 .Reciproquement tout element de la forme  b H h , a¨ec les racinesÂ ÂÂ 1F iF r i 0 b i
b , . . . , b ¨erifiant les proprietes enoncees ci-dessus est 1-simple.Â ÂÂ Â Â1 r
Demonstration. Tout element de la forme enoncee dans la propositionÂ Â Â Â Â
 .est 1-simple par ii , en effet si on note pour toute racine a , x un elementÂ Âa
non nul du sous-espace radiciel associeÂ
x q x q x , b H h , .  .  b b yd d i 0 b i i i i i
sq1FiFr 1FiFs 1FiFr
x q 2 x q x . yb yb qd yd /i i i i
sq1FiFr 1FiFs
est un sl -triplet 1-adapte.Â2
Par le lemme 2.2, on peut supposer que h est dans a , qui est ici une
sous-algebre de Cartan deployee.Á Â Â
 .Comme deux elements 1-simples de a sont Aut g , a conjugues, etÂ Â Â0 H 0
  . .   . .que seule l'action de e Aut g , a s W s e Aut g m F, a m F0 H 0 0 F F H0 0
intervient, F etant une cloture algebrique de F, tout revient a faire laÂ Ã Â Á
demonstration dans le cas algebriquement clos.Â Â
On reprend la demonstration de la proposition 2.5 avec ses notationsÂ
mais lorsque F est algebriquement clos; mais alors le support sX donne unÂ
 X .  X .prehomogene localement plat i.e. verifiant dim s s dim s et ceci resteÂ Á Â 0 1
 . ivrai pour chaque composante irreductible s9 .Â
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 . i.  4Comme chaque graduation s9 s 0 pour j G 3 et qu'il n'y a pas dej
w xcomposantes irreductibles de type G , par les tables se trouvant dans 3Â 2
 . ion verifie que les seules composantes possibles pour D h9 sont de typeÂ
  . i.A ou A , les t.d.s correspondantes etant toutes principales i.e. D h9Â1 2 0
s B.
 . iLorsque D h9 est de type A on prend pour b l'unique racine de1 i
 . iD h9 .
 . iLorsque D h9 est de type A , on prend pour b l'unique racine de2 i
i i  . .   . .D h9 et pour d une des deux racines de D h9 .2 i 1
Â3. QUELQUES DEFINITIONS
Une racine l de D , de co-racine h , est appelee 1-minimale si leÂ1 l
sous-espace radiciel associe, note g l, est egal au sous-espace vectoriel deÂ Â Â
g de poids 2 pour h c'est a dire si et seulement si l'ensemble m gÁ1 l
 . 4D rm h s 2 est reduit a la seule racine l, ou encore si et seulement siÂ Á1 l
toute racine de D orthogonale a l lui est fortement orthogonale. EnÁ0
particulier les racines longues ou simples de D sont 1-minimales.1
On donne les definitions suivantes sur les prehomogenes de typeÂ Â Á
parabolique:
 .  .g , g est dit faiblement resp. quasi commutatif si il existe n0 1
 .racines de D l , . . . , l , deux a deux resp. fortement orthogonales dontÁ1 1 n
la somme des co-racines, notees h , . . . , h , vaut 2 H .Â 1 n 0
 .g , g est dit presque commutatif si il est faiblement commutatif et si0 1
 .il existe de plus n sl -triplets x , h , y 1-adaptes commutants deux aÂ Á2 i i i 1F iF n
deux, dans les notations ci-dessus.
 .  4g , g est dit commutatif si g s 0 pour i G 2.0 1 i
Le resultat suivant est bien connu lorsque F est algebriquement closÂ Â
w x5, 8 :
 .LEMME 3.1. Soit g , g , H un prehomogene commutatif regulier alorsÂ Á Â0 1 0
il est quasi-commutatif.
Demonstration. On reprend les notations du paragraphe 2. CommeÂ
 .g , g , H est un prehomogene commutatif regulier, 2 H est 1-simpleÂ Á Â0 1 0 0
w x11 or D s B d'ou le resultat en appliquant la proposition 2.5.Á Â2
 .Lorsque h est semi-simple deploye, on note E h le sous-espace propreÂ Â i
 .  .de ad h de valeur propre i et U h est la partie semi-simple du centralisa-
 .teur de h, qui est une sous-algebre reductive; U h est egalement gradueeÁ Â Â Â
U h s U h l g et si i / 0, U h s E h l g . .  .  .  .i ii 0 i
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Plus generalement, dans les notations de l'introduction, soit c une sous-Â Â
algebre de a , le centralisateur de c est donne parÁ Â
E c s E a q g a . .  . [0 0
 4agD arcs0
 .  .E a designant le centralisateur de a et U c est la partie semi-simple deÂ0
 .  .E c qui est une sous-algebre reductive; U c est egalement gradueeÁ Â Â Â0
U c s U c l g et si i / 0, U c s E c l g . .  .  .  .i ii 0 i
 .  .a l U c est une sous-algebre abelienne, deployee, maximale de U c et leÁ Â Â Â
 .   .  ..systeme de racines resp. le groupe de Weyl de U c , a l U c estÁ
donne parÂ
 4l g D N l c s 0 w g W N wrc s Id . 4 .  .c
 4Lorsque I est un sous-ensemble de 1, . . . , n , on note h s  h .I ig I i
 .  .Remarque 3.2. Lorsque g , g est faiblement resp. presque, quasi0 1
  .  . .   .  .commutatif, U h , U h , H y h r2 et U [ Fh , U [ Fh ,I 0 I 1 0 I i 0 i 1ig I ig I
.  .H y h r2 sont faiblements resp. presque, quasi commutatifs.0 I
 .De plus les racines 1-minimales au sens de g , g qui s'annulent en h0 1 I
 .   .  .resp. en h pour i g I restent 1-minimales au sens de U h , U h ,i I 0 I 1
.    .  . ..H y h r2 resp. au sens de U [ Fh , U [ Fh , H y h r2 .0 I i 0 i 1 0 Iig I ig I
Les prehomogenes faiblement commutatifs sont simples a etudier carÂ Á Á Â
l'essentiel des demonstrations se fait par recurrence dans des preho-Â Â Â
mogenes de la forme indiquee dans la remarque 3.2, c'est a dire exacte-Á Â Á
ment du meme type.Ã
Â Á4. DESCRIPTION DES PREHOMOGENES
FAIBLEMENT COMMUTATIFS
 q .Dans les notations de l'introduction i.e. a , D, D , D , W, W on supposei 0
que l , . . . , l sont n racines de D deux a deux orthogonales dontÁ1 n 1
la somme des co-racines, notees h , . . . , h , vaut 2 H et on note b sÂ 1 n 0
[ Fh la sous-algebre associee.Á Âi1F iF n
Pour tout entier j compris entre 1 et n, s est la symetrie par rapportÂj
a l .Á j
Dans ce paragraphe on donne entre autre la description de D , D , D et0 1 2
W _ WrW .0 0
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 4  .PROPOSITION 4.1. On a g s 0 i.e. D s B pour i G 3.i i
Demonstration. Soit p le plus grand entier pour lequel D est non videÂ p
et soit l une racine de D , p est G 1, comme 2 H s  h on ap 0 1F iF n i
n l, l s 2 p 1 .  . i
1FiFn
et comme D est vide, pour 1 F i F n l q l n'est pas une racine d'oupq1 i
n l, l G 0. 2 .  .i
 .  .Soit m s s s ??? s l s l y  n l, l .l par orthogonalite desÂ1 2 n 1F iF n i i
 4  .  .l . Les relations 1 et 2 impliquent:i 1F iF n
yn m , l s n l, l .n l , l y 2 G 2 p y 1 . 3 .  .  .  .  . i i
1FiFn
 .  .Or l et m ont meme longueur donc yn m, l F 2 d'ou p F 2 par 3 .Ã Á
 .LEMME 4.2 Structure de D . Soit l g D on a les cas sui¨ ants:2 2
 .soit i il existe i tel que l s 2li
 .  .soit ii il existe i / j tels que l s l q li j
1 .  .soit iii il existe i / j tels que l s 3l q li j2
1 .  .soit iv il existe i - j - k - l tels que l s l q l q l q li j k l2
1 .  .soit v il existe i, j, k distincts tels que l s l q l q l et l esti j k i2
une racine courte qui n'est pas 1-minimale.
w xDemonstration. On utilise les resultats de 1, Chap. VI, Sect. 1, No. 3 .Â Â
Soit l dans D , considerons, comme dans la proposition 4.1, la racineÂ2
 .  .  .m s s s ??? s l s l y  n l, l .l ; la relation 3 de la demon-Â1 2 n 1F iF n i i
stration de la proposition 4.1 donne avec p s 2 les inegalites:Â Â
2 F n l, l .n l , l y 2 s n ym , l F 2. .  .  . i i
1FiFn
 .Ainsi n ym, l s 2 d'ou m s yl car m et l ont meme longueur, et parÁ Ã
consequent:Â
1
l s n l, l .l a¨ec n l, l s 4. .  . i i i /2 1FiFn 1FiFn
 .   . .  .   .On en deduit immediatement les cas i n l, l s 4 , iii n l, l sÂ Â i i
 . .  .   . .3n l, l s 3 et iv pour tout i n l, l F 1 .j i
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Remarquons que
 .dans le cas iii , l, l , l sont dans une meme composante de type G ;Ãi j 2
 .  .l resp. l est longue resp. courte et on a:j i
1 1
s l s l q l et s l s 3l y l , .  .  .  .l yl .r2 i i j l yl .r2 j i ji j i j2 2
 .  .dans le cas iv , s l s l y l , de meme pour j, k, l donc les racinesÃl i i
l, l , l , l , l ont meme longueur et on verifie immediatement queÃ Â Âi j k l
1
s l s yl q l q l q l . .  .yl yl ql ql .r2 j i j k li j k l 2
 .Il reste le cas pour lequel il existe i tel que n l, l s 2.i
Ce cas se subdivise en deux:
 .  .Soit il existe j distinct de i tel que n l, l s 2 d'ou le cas ii .Áj
 .Soit il existe j et k distincts et distincts de i tels que n l, l sj
1 1 .  .  .n l, l s 1 mais alors l s l q l q l d'ou d s l q l y l estÁk i j k i j k2 2
 .une racine de D verifiant n d , l s 2 ainsi l n'est pas 1-minimale.Â1 i i
1  .Soit a s l y l q l , a est une racine de D et on verifie queÂi j k 02
 .  .s l s d car n l , a est un entier negatif et a est une racine longueÂa j j
dans la composante irreductible qui la contient.Â
Remarques.
 .1 Le lemme 4.2 montre que dans le cas ou il existe des racines deÁ
D deux a deux orthogonales dont la somme des co-racines vaut 2 H ,Á1 0
 .l'algebre de Lie engendree par g que l'on note L g et qui est unÁ Â "1 "1
g -module, contient [ g , c'est donc un ideal de g , il contient egale-Â Â0 ii/ 0
ment H .0
g etant semi-simple se decompose en somme directe de deux ideaux quiÂ Â Â
commutent et qui sont orthogonaux pour B:
H
g s L g [ L g . .  ."1 "1
 .H  .  .Dans ce cas L g centralise L g . Les prehomogenes g , g , HÂ Á"1 "1 0 1 0
  .  . .et L g , L g , H sont les memes donc on peut toujours supposerÃ"1 0 "1 1 0
que g engendrent g sans restreindre la generalite.Â Â Â"1
 .D le systeme de racines de g , a , est alors la somme directe de deuxÁ
  .H  .H.systemes de racines: celui de L g , a l L g et celui deÁ "1 "1
  .  ..L g , a l L g"1 "1
Seul ce dernier systeme de racines intervient dans le prehomogeneÁ Â Á
 .g , g et c'est ce dernier que l'on note D par la suite.0 1
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 .2 Indiquons une notation qui sera utilisee ulterieurement. l etantÂ Â Â
 .  <  . 4une racine de D, on appelle support de l l'ensemble s l s i n l, l / 0i
 .  .et le cardinal de s l se note l l .
On remarquera que deux racines de D sont orthogonales si et seule-2
ment si elles sont fortement orthogonales, si et seulement si leurs supports
sont disjoints.
A tout ensemble A de racines de D, on associe le sous-ensemble
 .  .   4  . 4s A s D s l s i g 1, . . . , n , 'm g A tel que m h / 0 .lg A i
 .LEMMA 4.3 Structure de D . On suppose que le sous-ensemble de1
racines de D deux a deux orthogonales dont la somme des co-racines ¨autÁ1
 .  .2 H est de longueur maximale i.e. n est le nombre maximal hypothese HÁ0
alors D est constitue des racines de l'ensembleÂ1
l , . . . , l , s l , . . . , s l , d g D 4 .  .1 n d 1 d n 0
 .  .et e¨entuellement des racines courtes de la forme l q l r2 i / j qui neÂ i j
sont pas 1-minimales.
 .Demonstration. Soit l dans D donc  n l, l s 2. Nous avonsÂ 1 1F iF n i
2 cas possibles:
 .a Il existe i compris entre 1 et n tel que l q l soit une racine,i
alors elle est dans D ; il suffit d'appliquer le lemme 4.2, ainsi que les2
resultats de conjugaison qui figurent dans la demonstration.Â Â
 .b Pour tout i compris entre 1 et n, l q l n'est pas une racinei
 .donc n l, l G 0 alors ou bieni
 .  .i Il existe i tel que n l, l s 2 alors montrons par l'absurdei
que sous l'hypothese H, l s l . Supposons l / l , on a donc pour tout jÁ i i
 .  .  .distinct de i n l, l s 0; l resp. l est courte resp. longue et a s l yj i
 .l est une racine de D de meme longueur que l , alors l et m s s l sÃi 0 i a
l y a sont deux racines de D orthogonales et orthogonales aux racinesi 1
1 1 4  .  . l , de plus h s h q h et h s h y h d'ou l, m, l ,Áj 1F j/ iF n l i a m i a j2 2
41 F j / i F n est un sous-ensemble de n q 1 racines de D deux a deuxÁ1
orthogonales dont la somme des co-racines vaut 2 H , ce qui contredit0
l'hypothese H.Á
 .  .  .ii Il existe i / j tels que n l, l s n l, l s 1.i j
’ . 5 5 5 51er cas. n l , l est superieur ou egal a 2, alors l s 2 lÂ Â Ái i
 .et en considerant la l-chaine definie par yl on a 2l y l g D etÂ Â i i 1
 .  .  .verifie n 2l y l , l s 2 d'ou par le cas i , l s l q l r2. Le calcul deÂ Ái j i j
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5 5 5 5  .  .la longueur de l donne l s l donc n l , l s n l , l s 2; l y li j i j i
et l y l sont des racines de D orthogonales a l mais non fortementÁj 0
orthogonales, l est une racine courte qui n'est pas 1-minimale.
 .Le resultat est le meme lorsque n l , l est superieur ou egal a 2.Â Ã Â Â Áj
 .  .2eme cas. n l , l s n l , l s 1, l, l et l ont la memeÃi j i j
 .   . .longueur et s l s l resp. s l s l .lyl i lyl ji j
Remarque. D'apres le lemme 4.3, sous l'hypothese H, toute racineÁ Á
1-minimale de D appartient a l'ensembleÁ
l , . . . , l , s l , . . . , s l , d g D 4 .  .1 n d 1 d 0
1  . 4   .et l g D l h s 2 s D l l , l q l y l , 1 F j / k F n et1 i i i j k2
4j, k / i .
En particulier on constate que dans le cas ou D s B, toutes les racinesÁ 2
l , 1 F i F n sont 1-minimales.i
li  .  .Dans tous les cas g s E h F E h .2 i 1F k / iF n 0 k
 .PROPOSITION 4.4 Unicite . On suppose que l'hypothese H du lemme 4.3Á
est ¨erifiee.Â Â
 .  41 Soit m , . . . , m un sous-ensemble de racines de D deux a deuxÁ1 p 1
 .orthogonales alors il existe g dans Aut g , a et p parties disjointes non0 H 0
 4¨ides, I , . . . , I de 1, . . . , n ayant au plus deux elements tels que pourÂÂ1 p
 .i s 1, . . . , p g h s  h .m jg I ji i
 .  42 Soit m , . . . , m un sous-ensemble de n racines de D deux a deuxÁ1 n 1
orthogonales alors la somme des co-racines ¨aut 2 H et il existe w appar-0
 .tenant a W tel que w m s l pour i compris entre 1 et n, ceci aÁ Á0 i i
l'indexation pres.Á
 .  43 Soit m , . . . , m un sous-ensemble de racines de D deux a deuxÁ1 p 1
 .orthogonales 1-minimales alors il existe w appartenant a W tel que w m s lÁ 0 i i
pour i compris entre 1 et p, ceci a l'indexation pres.Á Á
Demonstration.Â
 .1 Demontrons la premiere assertion par recurrence sur n, le casÂ Á Â
n s 1 etant trivial. On suppose le resultat vrai pour n y 1. Pour n, onÂ Â
considere le sous-ensemble de racines m , . . . , m de D , deux a deuxÁ Á1 p 1
orthogonales.
Par la description de D donnee dans le lemme 4.3, deux cas sontÂ1
possibles:
 .  .i Il existe i et d appartenant a D tels que m s s l , leÁ 0 1 d i
resultat resulte alors de l'hypothese de recurrence appliquee au preho-Â Â Á Â Â Â
  .  . .mogene U h , U h , H y h r2 dont le groupe de Weyl centralise l ,Á i 0 i 1 0 i i
  . 4avec les racines s m , 2 F i F n .d i
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 .ii Pour tout i m est courte et non 1-minimale alors a l'indexa-Ái
tion pres on a:Á
l q l l q l .  .1 2 3 4
m s , m s , . . . , et1 22 2
h s h q h , h s h q h . . .m 1 2 m 3 41 2
d'ou le resultat.Á Â
Soit m une racine 1-minimale, on peut supposer que h s  h ;m 1F iF p i
 .ainsi pour i s 1, . . . , p n l , m s 2 d'ou par 1-minimalite p s 1 m s l .Á Âi 1
 .  .  .  .2 Les assertions 2 et 3 decoulent de 1 .Â
Remarques.
 .  41 Lorsqu'on suppose que D est irreducible, l , . . . , l est maxi-Â 1 n
 .male c'est a dire qu'elle verifie l'hypothese H du lemme 4.3 et que toutesÁ Â Á
les racines l , 1 F i F n ont la meme longueur, alors pour tout i s 1, . . . , nÃi
l est 1-minimale. En effet, l'une au moins des racines l est 1-minimalei j
or toutes les racines l , 1 F i F n ont la meme longueur, donc elles sontÃi
dans la meme orbite de W d'ou elles sont toutes 1-minimales.Ã Á0
 .2 Lorsque m , . . . , m sont des racines de D deux a deux orthogo-Á1 p 1
 .  .nales, 1-minimales dont la somme des co-racines vaut 2 H le 2 et le 30
de la proposition 4.4 impliquent que l'hypothese H du lemme 4.3 estÁ
 4verifiee par m , . . . , m c'est a dire que la famille est maximale.Â Â Á1 p
 4Dorena¨ant on suppose que la famille l , . . . , l consideree est maximaleÂ Â Â1 n
c'est a dire qu'elle verifie l'hypothese H du lemme 4.3.Á Â Á
 .PROPOSITION 4.5 Structure de W _ WrW . Soit w un element de WÂÂ0 0
qui n'est pas dans W alors il existe un entier k G 1, des entiers i - i - ???0 1 2
- i compris entre 1 et n, w et w appartenant a W tels que w s w s ???Ák 0 1 0 0 i1
s w .i 1k
 .Demonstration. 1 CommencËons par reduire le probleme. Pour unÂ Â Á
choix convenable du systeme de positivite de D, les racines simplesÁ Â
appartiennent a D j D or tout element w du groupe de Weyl est unÁ Â Â0 1
produit de reflexions par rapport a des racines simple donc on peutÂ Á
supposer que w est un produit de s , a g D j D . Comme s , a g Da 0 1 a 0
normalise D , on peut supposer que w est un produit de s , a g D .1 a 1
 .2 On montre le resultat par recurrence sur n, le cas n s 1 etantÂ Â Â
evident. On suppose le resultat vrai pour n y 1 et on le montre dans leÂ Â
cas n.
Montrons que pour tout element w s s ??? s , m g D , il existe unÂ Â m m i 11 k
entier j compris entre 1 et n, w et w appartenant a W tels queÁ0 1 0
 .a l'indexation pres w s w s ??? s w ceci par recurrence sur k.Á Á Â0 1 j 1
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Cas k s 1. Par le lemme 4.3, D s DX j racines courtes eventuellesÂ1 1
 . Xqui ne sont pas 1-minimales de la forme l q l r2, et D si j 1
  .  . 4l , . . . , l , s l , . . . , s l , d g D .1 n d 1 d n 0
 .Or par la demonstration du lemme 4.3: s l s l doncÂ l yl .r2 i jj i
s s s s s s s s s .l ql .r2 i l yl .r2 i i j l yl .r2i j j i j i
Supposons le resultat vrai pour k y 1 et montrons le pour k. ParÂ
application de l'hypothese de recurrence a s ??? s on peut ecrire:Á Â Á Âm m2 k
w s s ??? s s w s y1 s ??? s w s w s s ??? s wm m 0 w  m . 1 j 1 0 m 1 j 11 k 0 1
y1 .avec m s w m g D , 1 F j F n et s ??? s s w s ??? s w .0 1 1 m m 0 1 j 12 k
Considerons w9 s s s ??? s .Â m 1 j
 .i Si m s l la demonstration est terminee.Â Âi
 .ii Si m est orthogonale a l'une des racines l pour un i comprisÁ i
entre 1 et n, le resultat s'obtient en appliquant l'hypothese de recurrence aÂ Á Â Á$
 .  .l'element w0 s w9s s s s ??? s ??? s resp. w9 dans l'algebre U h dontÂ Â Ái m 1 i j i
 .le groupe de Weyl associe commute a s , lorsque i F j resp. i ) j .Â Á i
 .iii Supposons que l'on ne soit pas dans l'un des deux cas precede-Â Â
 .nts alors necessairement pour tout i compris entre 1 et n, n m, l / 0 etÂ i
m / l .i
 .  .Cas a . Remarquons que lorsqu'il existe i tel que n l , m s 1 alorsi
 .s l s l y m s a g D doncm i i 0
$
w9 s s s ??? s s s s s ??? s ??? s s s w0 .m 1 j a m 1 i j a
Ainsi on peut toujours se ramener a un produit de la forme w9 s s s ??? sÁ m 1 j
 .  .avec pour i compris entre 1 et j, n l , m - 0 ou n l , m G 2 et pour ii i
 . compris entre j q 1 et n, n l , m / 0. Ceci est la demonstration deÂi
w x .8, Proposition 2.11 .
 .  .Cas b . Il existe i tel que n l , m - 0, alors m q l est une racine dei i
D , on applique le lemme 4.2 qui fournit les cas suivants en tenant compte2
des reductions ci-dessus:Â
 .  .a m s 3l y l r2 et n s 2.2 1
 .  .  .  .a s l y l r2, b s s m , d s s a s s l sont dans une memeÃ1 2 1 2 a 2
 .  .  .composante de type G ; l resp. l est longue resp. courte et m s s l2 1 2 a 1
d'ouÁ
w9 s s s s s s s s s s s s s s s s s .m 1 a 1 a 1 a s a . a d 2 a1
 .  .b m s yl q l q l q l r2, n s 4 et w9 s s s .1 2 3 4 m 1
 .Soit b s m q l s s m , on verifie immediatement la relationÂ Â1 1
s b y l y l y l s l donc s s s s s s s s s s s 4 .  .  .b 2 3 4 1 b 2 3 4 b 2 3 4 b 1
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d'ouÁ
s s s w9 s s s s s s2 3 4 1 2 3 4 b
s s s s s s s s .1 2 3 4 b 1 1
s s s s s s s s par 4 .  .1 b 2 3 4 b 1
s s s ss s l . s s l . s s l .1 b 2 1 b 3 1 b 4
s s s s g W .byl yl byl yl byl yl 01 2 1 3 1 4
 .  .g m s yl q l r2 q l , n s 3 et w9 s s s .1 2 3 m 1
Soient
l q l q 2l l q l1 2 3 1 2
g s s m s , d s ys l s g D .  .1 g 3 12 2
alors
yl y l q 2l1 2 3
s l s l , s s g s a s g D .  .l yl .r2 1 2 l l 01 2 1 2 2
d'ouÁ
s s s s s s s s s2 3 m 1 1 2 3 g
s s s s s s s .a 1 2 g 3 g
s s s s sa 1 2 d
s s s s sa 1 l yl .r2 21 2
s s s g W .a l yl .r2 01 2
 .  .  .Cas c . Pour tout i n l , m ) 0 donc m s l q l r2, n s 2 alorsi 1 2
s s s s s s s s s s s g Wm 1 2 1 2 l yl .r2 1 2 l yl .r2 01 2 1 2
d'ou le resultat.Á Â
COROLLAIRE 4.6.
 .1 Pour tout h 1-simple, il existe g appartenant a G et une partie I nonÁ e
 4¨ide de 1, . . . , n tels que gh s  h .ig I i
 .  .2 Lorsque g , g est presque commutatif, les orbites 1-simples sont0 1
en bijection a¨ec W _ WrW y W .0 0 0
 .3 Lorsque g est deployee, pour tout h 1-simple il existe g appartenantÂ Â
a G et A un sous-ensemble de racines deux a deux fortement orthogonales deÁ Á
 4  <  . 4  .l , . . . , l j l g D l l G 3 tels que g h s h .1 n 2 s A.
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L'ensemble des orbites de G dans les elements 1-simples est en bijection a¨ecÂÂ
 .W _ WrW y W si et seulement si g , g est quasi-commutatif.0 0 0 0 1
Demonstration.Â
 .1 Il suffit d'appliquer le lemme 2.2, la demonstration du theoremeÂ Â Á
2.3 et la proposition 4.5.
 .  .2 Lorsque g , g est presque commutatif, pour toute partie I0 1
 4non vide de 1, . . . , n h est 1-simple.I
 .3 Il suffit d'appliquer la proposition 2.6, puisque les composantes
  ..de type G correspondent au cas quasi-commutatif cf. lemme 4.2 iii .2
Dans les notations de la proposition 2.6, a l'indexation pres et a l'aide duÁ Á Á
 .1 de la proposition 4.4, on a
1 F i F s, d s l , et pour s q 1 F i F r , h s h .i i b Ii i
 4I , pour s q 1 F i F r, etant des parties disjointes de s q 1, . . . , r , enÂi
effet les racines de D etant toutes longues dans la composante irreduct-Â Â2
ible qui les contient, il en est de meme des racines d , 1 F i F s.Ã i
Les racines l , j g I , s q 1 F i F r sont toutes deux a deux fortementÁj i
orthogonales soit par la proposition 2.6, soit en raison des longueurs, en
 .effet lorsque I a deux elements b s l q l r2 est la demi-somme deÂ Âi i i k
deux racines longues qui sont donc fortement orthogonales aux autres
racines l .p
Pour 1 F i F s, par le lemme 4.2, on peut supposer que
 .a pour 1 F i F p il existe 3 indices distincts i , i , i tels que1 2 3
 .b s 1r2 l q l q l q l et 2h s h q h q h q hi i i i i b l l l l1 2 3 i i i i i1 2 3
 .b pour p q 1 F i F s il existe 2 indices distincts i , i tels1 2
 .b s 1r2 l q l q l et 2h s h q h q h et les sous-ensemblesi i i i b l l l1 2 i i i i1 2
 4  4i , i , i , i pour 1 F i F p , i , i , i pour p q 1 F i F s,1 2 3 1 2
I pour s q 1 F i F ri
sont deux a deux disjoints d'ou le resultat.Á Á Â
La derniere assertion est evidente puisque pour tout couple i / jÁ Â
compris entre 1 et n l'element h q h est 1-simple.Â Â i j
 4Notation. Pour I ; 1, . . . , n non vide on note w s  s .I ig I i
 4  4PROPOSITION 4.7. Soient I s i , . . . , i et J s j , . . . , j deux parties1 p 1 q
 4non ¨ides de 1, . . . , n telles que
 .i W w W s W w W .0 I 0 0 J 0
 .  .  .  .ii Pour tout i resp j de I resp. de J l resp. l est 1-minimalei j
 4alors p s q et il existe w dans W , normalisant l'ensemble l , . . . , l , tel que0 1 n
 .pour k ¨ariant de 1 a p w l s l pour un ordre con¨enable de I et J.Á i jk k
RACINES ORTHOGONALES ET ORBITES 59
Demonstration.Â
 .1 Supposons que l'on ait montre qu'il existe w dans W tel queÂ 0
 .pour k variant de 1 a p w l s l pour un ordre convenable de I et J.Á i jk k
  . 4  4w l i f I et l j f J sont des racines de D deux a deux orthogo-Ái j 1
 .nales dont la somme des co-racines vaut  h . Par le 2 de la proposi-jf J j
tion 4.4 et la remarque 3.2 appliquee au prehomogene faiblement commu-Â Â Á
  .  . .tatif U [ Fh , U [ Fh , h r2 , il existe w9 dans W , cen-j 0 j 1 jf J j 0jg J jg J
tralisant chaque racine l , j g J et une bijection s de CI sur CJ tels quej
 .w9w l s l pour i f I. L'element w9w convient.Â Âi s  i.
Il suffit donc de montrer l'existence d'un element w echangeant l et lÂ Â Â i j
pour i g I et j g J.
 .  42 Reduisons un peu la situation. On peut prendre I s 1, . . . , p etÂ
ecrire une egalite de la forme w w w s w , w , w g W . Soit b sÂ Â Â 1 J 2 I 1 2 0 i
y1 .w l , l'egalite precedente devient u s s w , avec u g W etÂ Â Â Â2 j 1F iF q b I 0i i
 4b , 1 F i F n est encore un ensemble maximal de racines de D , deux aÁi 1
deux orthogonales et dont la somme des co-racines vaut 2 H . On peut0
egalement supposer D irreductible.Â Â
 .a Montrons que I et J ont meme cardinal, calculonsÃ
1 F j F q , w b s b y n b , l l s yu b g D . .  .I j j j i i i y1
1FiFp
donc
1 F j F q , n b , l s 2 donc n b , l s 0 .  . j i j i
1FiFp pq1FiFn
5 .
de memeÃ
1 F i F p , n l , b s 2 n l , b s 0. 6 . .  . i j i j
1FjFq qq1FjFn
Premier cas. n G 3, ce qui exclut le cas G , alors toutes les racines l2 i
etant 1-minimales on a les egalites:Â Â Â
n l , b s n b , l . .  .i j j i
 .En sommant les egalites ci-dessus et 5 , on obtient:Â Â
n l , b s 2 p s 2 q. . i j
1FjFq , 1FiFp
Deuxieme cas. n s 2, montrons le resultat par l'absurde. Supposons queÁ Â
I et J n'ont pas le meme cardinal alors on peut supposer que l'on a uneÃ
egalite de la formeÂ Â
us s s s avec b / l et b / l .b 1 2 1 1 1 21
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 .Les relations 6 donnent alors
n l , b s n l , b s 2, n l , b s n l , b s 0 .  .  .  .1 1 2 1 1 2 2 2
 .d'ou b 2 H s 0 ce qui est absurde.Á 2 0
 .b La demonstration se fait par recurrence sur le cardinal commun pÂ Â
de I et J. Examinons les differents cas qui peuvent arriver:Â
 .  .1 b s l a l'indexation pres , ce qui correspond egalement au casÁ Á Âp p
 .  .  . ou il existe un couple i, j tel que n b , l s n l , b s 2 ce qui ar-Á j i i j
 .  .rive toujours lorsque p s 1 en raison des relations 5 et 6 alors
 .necessairement u l s l , et on obtient l'egalite u s sÂ Â Âp p 1F jF py1 b i
 . s dans U h , il suffit alors d'appliquer l'hypothese de recur-Á Â1F jF py1 j p
rence si p G 2.
 .2 p s n. Il n'y a rien a demontrer.Á Â
 .  .  .3 On n'est pas dans les cas 1 ou 2 . Alors soit
 .a Il existe i compris entre p q 1 et n et j compris entre 1 et
 .p tels que n b , l / 0 alors a l'indexation pres et en appliquant lesÁ Áj i
 .relations 5 , on peut supposer que
yn b , l s n b , l s 1 .  .1 n 1 ny1
 .d'ou, a l'indexation pres, b s l q l q l y l r2 et 2 F p F n y 2Á Á Á 1 1 2 ny1 n
on rappelle que toutes les racines l , 1 F i F p sont 1-minimales ce quii
 . .exclut le cas b s l q l y l r2 . On a:1 1 ny1 n
u s s s s s s . b 1 2 b ji 1
2FjFp 3FjFp
Or
s s s s s s s .1 2 b 2 1 b1 1
s s s s2 s  b . 11 1
s s s s s s .s  b . s  b . 2 s  b . 11 1 1 1 1 1
s s s ss  b . d 9 11 1
s s s sd s l . d 9d 9 1
 .  . avec d s s b s yl q l q l y l r2 g D , d 9 s l q l y1 1 1 2 ny1 n 0 1 2
.  .l q l r2 g D et est orthogonale a b , s l s l y d 9 g D ;Ány1 n 1 1 d 9 1 1 0
ainsi si on pose u9 s s s u g W on a l'egalite: u9 s sÂ Âs l . d 0 2 F jF p bd 9 1 i
 .s  s , d'ou u9 b s b et on applique l'hypothese de recurrenceÁ Á Âd 9 3F jF p j 1 1
 .dans U h ainsi il existe w dans W tel queb 01
w b s b , w b s d 9, et pour 3 F i F p , w b s l . .  .  .1 1 2 i i
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Or
s b s b y d s l , s d 9 s d 9 q d s l , .  .d 1 1 1 d 2
et pour 3 F i F p , s l s l .d i i
ainsi s w convient.d
 .b On n'est pas dans les cas precedents donc pour i comprisÂ Â
entre p q 1 et n et j compris entre 1 et p les racines b et l sontj i
 . orthogonales. Ainsi dans l'algebre U [ Fh , definition dans laÁ Âipq1F iF n
.  4  4Section 3 b , 1 F i F p et l , 1 F i F p sont deux ensembles dei i
p-racines 1-minimales, deux a deux orthogonales donc la somme desÁ
co-racines vaut  h et il existe un element w du groupe de Weyl deÂ Â1F iF p i
 .  4  4  .U [ Fh tel que w b , 1 F i F p s l , 1 F i F p par le 3 dei 0 i ipq1F iF n
la proposition 4.4.
Remarque. Le resultat precedent peut etre faux si toutes les racines neÂ Â Â Ã
sont pas 1-minimales:
v v]](« a s e y e a s e1 1 2 3 3
w xceci dans le notations de la planche II de 1 , on a:
l s e y e , l s e q e , l s e , et s s s s s s s .1 2 3 2 2 3 3 1 a 3 a a 1 21 1 3
Â Á5. LE CAS PARTICULIER DES PREHOMOGENES FAIBLEMENT
COMMUTATIFS POUR LESQUELS l ESTi
1-MINIMALE POUR TOUT i
5.1. GeneralitesÂ Â Â
PROPOSITION 5.1.1. Supposons D irreductibleÂ
 .1 g est un g module simple.1 0
 .2 Si D n'est pas de type G , alors il y a equi¨ alence entreÂ2
 .i Quels que soient i et j, il existe un element w de W quiÂÂ 0 0
permute entre elles les racines l et qui transforme l en l .r i j
 .ii Toutes les racines l sont 1-minimales.i
Demonstration.Â
 .  41 Considerons la relation binaire definie sur 1, . . . , n parÂ Â
iRj m 'l g D j D , n l, l n l, l / 0. .  .1 2 i j
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 .a Soit S une base de D telle que S ; D D , on note S s S l D ;iG 0 i i i
comme g et g engendrent g , S s S j S . Montrons que 1 R 21 y1 0 1
implique que l y l est combinaison lineaire d' elements de S . LorsqueÂ Â Â1 2 0
D s G , S a une seule racine donc il n'y a rien a montrer; supposonsÁ2 1
 . .donc que D / G . Quitte a remplacer l par  s lÁ2 k , lh .- 04 kk
on peut supposer que n l, l n l, l ) 0 .  .1 2 7 .et que n l, l G 0 pour j s 3, . . . , n. .j
 .  .  .Lorsque l g D necessairement n l, l s n l, l s 1 en raison de 7 .Â1 1 2
 .  .1er cas. n l , l s n l , l s 1 alors w s s s echange l et lÁ Â1 2 lyl lyl 1 21 2
et fixe l pour j s 3, . . . , n.j
 .2 eme cas. n l , l G 2 alors par la demonstration du lemme 4.3Á Â1
5 5 5 5l s l q l r2, l s l , n l , l s n l , l s 2 .  .  .1 2 1 2 1 2
et l'element w s s echange l et l et fixe l pour j s 3, . . . , n.Â Â Âl yl .r2 1 2 j1 2
Lorsque l est dans D :2
 .i l s l q l alors w s s echange l et l et fixe l pourÂ1 2 l yl . 1 2 j1 2
j s 3, . . . , n.
1 .  .ii l s l q l q l q l mais alors par la demonstration duÂ1 2 3 42
lemme 4.2 l'element de W w s s s echange lÂ Â Â0 l yl yl ql .r2 l yl ql yl .r2 11 2 3 4 1 2 3 4
et l , d'une part et l et l d'autre part.2 3 4
1 1 1 .  .  . iii l s l q l q l alors a s l y l q l et b s l y1 2 3 3 1 2 12 2 2
.l sont des racines de D donc l y l est une combinaison lineaireÂ2 0 3 1
d'elements de S et s echange l et l et fixe l pour j s 3, . . . , n.Â Â Â0 b 1 2 j
On a egalement montre que lorsque l et l sont 1-minimales, 1 R 2Â Â 1 2
implique l'existence d'un element w de W qui permute entre elles lesÂ Â 0
racines l et qui echange l et l .Âk 1 2
 .b Montrons que R est une relation d'equivalence; il suffit de montrerÂ
la transitivite, ce qui exclut le cas ou D est de rang inferieur ou egal aÂ Á Â Â Á
deux.
 .  .Supposons donc que l'on ait 1 R 2 et 2 R 3, d'apres 7 de a il suffit deÁ
faire la demonstration lorsqueÂ
n l, l n l, l ) 0, n l, l s 0, n l, l G 0, j s 4, . . . , n .  .  .  .1 2 3 j
n m , l n m , l ) 0, n m , l s 0, n m , l G 0, j s 4, . . . , n. .  .  .  .2 3 1 j
 .  .Lorsque l g D resp. m g D , on a vu dans a qu'il existe un elementÂ Â1 1
 . y1 .w de W tel que w l s l et qui fixe l alors d s w m verifieÂ0 1 2 3
 .  .n d , l n d , l ) 0.1 3
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 4   4.Lorsque l et m sont dans D , alors 1, 2 resp. 2, 3 est dans le support2
 .de l resp. m , donc d s l y m est une racine de D de la forme0
 4  .  . a l ayant 1, 3 dans son support d'ou n d , l n d , l / 0.Á1F iF n i i 1 3
 .2 Terminons la demonstration. Soit C une classe d'equivalence etÂ
S9 l'ensemble des racines g g D pour lesquelles il existe i appartenant a CÁ
 .  .tel que g h / 0, alors en raison de la transitivite si g h / 0, j estÂi j
egalement dans C. Soit T le sous-espace engendre par S9 et S s T FD. IlÂ Â
suffit de prouver que T est invariant par W; en effet comme ce dernier
 4opere irreductiblement cela implique que S s D et par suite C s 1, . . . , n .Á Â
Or pour que T soit W-invariant il suffit que, pour tout b g S9 et tout
 .a g D on ait s b g S. On aa
s b s b y n b , a a . .  .a
 .  .Si n b , a s 0, on a s b s b g S9 ; S.a
 .  .Supposons n b , a / 0; si pour un i g C, on a a h / 0 alors a g S9i
 .et donc s b est combinaison lineaire d'elements de S' donc appartientÂ Â Âa
 .a S. Si pour tout i g C, on a a h s 0 alors il existe i g C tel queÁ i
 . .  .  .s b h s b h / 0 et donc s b g S9.a i i a
  4.On considere le sous-groupe de W defini par w g W N w l , . . . , lÁ Â0 1 n
 44s l , . . . , l , P designe le sous-groupe du groupe des permutations deÂ1 n
 41, . . . , n ainsi defini, O represente l'ensemble des orbites de P dansÂ Â
 4l'ensemble des parties de 1, . . . , n . On rappelle qu'a toute partie I nonÁ
 4vide de 1, . . . , n on associe les elements h et w ; on pose w s id et pÂ Â I I B
 4designe l'application de l'ensemble des parties de 1, . . . , n dans W _Â 0
 .WrW definie par p I s W w W , alors p definit par passage au quo-Â Â0 0 I 0
tient une surjection, p , de O sur W _ WrW .0 0
La proposition 4.7 se traduit alors par:
LEMME 5.1.2. On suppose que pour tout i compris entre 1 et n, l esti
1-minimale alors h et h sont dans la meme orbite de G ou G si etÃI J e
seulement si I et J sont dans la meme orbite de P et p est une bijection de OÃ
sur W _ WrW .0 0
Indiquons les generateurs de P. Soit R les restrictions non nulles de D aÂ Â Á
w xb s [Fh et u s s s ??? s , alors le resultat suivant est classique 4 :Âi 1 2 n
R est un systeme de racines dont le groupe de Weyl, W R, est laÁ
 4restriction a b de W s w g W N wu s u w , il est irreductible lorsque DÁ Âu
 .l'est; on a D s R lemme 4.2 .2 2
Soit l une racine de R :0
 .  .  .1 si l s l y l r2 resp. l s l y l n'est pas dans une com-i j i j
posante de type G , s echange l et l et stabilise les l , k / i, jÂ2 l i j k
 . j, l  . i, l j, l2 si l s l y l q l y l r2, s ? s permute exactementi, k i j k l l lj, k i, k
d'une part l et l , d'autre part l et l ; toute permutation paire dei j k l
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 4  R  4  44i, j, k, l se realise dans w g W N w l , . . . , l s l , . . . , l . Soit Q leÂ 1 n 1 n
 4sous-groupe du groupe des permutations de 1, . . . , n engendre par leÂ
 .  .elements cites ci-dessus dans 1 et 2 , que l'on confond egalement avec leÂ Â Â Â
sous-groupe de W R.
PROPOSITION 5.1.3. Q s P.
Demonstration. Elle se fait par recurrence sur le rang de R. Lorsque ceÂ Â
dernier est inferieur ou egal a 2 le resultat est evident. Supposons laÂ Â Á Â Â
proposition vraie lorsque le rang de R est inferieur ou egal a n y 1 G 2.Â Â Á
Lorsque le rang de R est egal a n G 3, on peut supposer R irreductibleÂ Á Â
 .sinon on applique l'hypothese de recurrence a chaque composante .Á Â Á
R  .Soit w g W , alors w l s l . Comme R est irreductible, i et 1 sontÂ1 i
dans la meme classe d'equivalence or l et l ont la meme longueur doncÂ Â Ãi 1
d'apres la demonstration de la proposition 5.1.1 il existe w9 dans Q tel queÁ Â
  ..w9 w l s l d'ou w9w est dans W . On applique alors l'hypothese deÁ Á1 1 h1
  .  . . recurrence au prehomogene U h , U h definition et proprietes:Â Â Á Â Â Â1 0 1 1
.   ..remarque 3.2 d'ou w9w est dans Q U h , or ce dernier groupe est parÁ 1
construction inclus dans Q donc w est dans Q.
5.2. Orbites 1-simples de prehomogenes faiblement commutatifs pour lesquelsÂ Á
l est 1-minimale pour tout ii
On commence par reduire un peu la situation; pour ceci on etablit leÂ Â
resultat general suivant:Â Â
 .  w x 4On rappelle que E h s x g g N h, x s ix .i
 .LEMME 5.2.1. Soit g , g un prehomogene et l une racine 1-longue, hÂ Á0 1
 . lsa coracine alors toute orbite de G dans g rencontre E h l g [ g [e 1 y1 1
 .U h .1
Demonstration. Soit x dans g , on le decompose suivant ad h en tenantÂ Â1
 .compte du fait que le spectre de ad h restreint a g appartient aÁ Á1
 4 w xl'ensemble y1, 0, 1, 2 1 :
x s j q j q j q j avec j g E h l g . .y1 0 1 2 i i 1
 . lOn note egalement que E h l g s g car l est 1-longue. On supposeÂ 2 1
j non nul, sinon le resultat est demontre.Â Â Â1
 .Supposons d'abord j non nul; on complete j , h, y en 1 sl -tripletÁ2 2 2
 .  .1-adapte. L'endomorphisme ad j est bijectif de E h l g sur E h lÂ 2 y1 0 1
 . w xg ; soit z l'unique element de E h l g tel que z, j s j . SoitÂ Â1 y1 0 2 1
1 2Xj s j y ad z j .0 0 22
1 3Xj s j y ad z j q ad z j .  .  .y1 y1 0 23
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un calcul elementaire donne:Â Â
x s ead z . j X q j X q j . .y1 0 2
Si j s 0, comme j est non nul, on peut se ramener au cas precedent. EnÂ Â2 1
 .  .effet, soit h dans E h l g tel que B h, j soit non nul; comme ily1 y1 1
 . w x existe z dans E h l g verifiant h s y, z tout element y non nul deÂ Â Â1 0
 .  .E h l g se complete en un sl -triplet d'element simple h donc ad yÁ Â Ây2 y1 2
 .  . .  .est une bijection de E h l g sur E h l g on a B h, j s1 0 y1 y1 1
w x .  . .B z, j , y / 0 donc ad z j / 0. Si t est dans F*1 1
et ad z . x s et ad z . j q j q j .  .y1 0 1
s j q j q j q t ad z j q j q j .  .y1 0 1 y1 0 1
t 2 t 32 3q ad z j q j q ad z j .  .  .  . .  .y1 0 y12 6
 . .comme ad z j / 0, on peut choisir t tel que1
t 2 t 32 3t ad z j q ad z j q ad z j / 0 .  .  .  .  .  . .  .1 0 y12 6
ce qui nous ramene au cas precedent.Á Â Â
 .Lorsque g , g est un prehomogene faiblement commutatif admettantÂ Á0 1
 4l , . . . , l comme famille maximale de racines de D deux a deuxÁ1 n 1
orthogonales, le lemme 5.2.1 permet de montrer:
5 5 5 5 5 5PROPOSITION 5.2.2. On suppose que l G l G ??? G l alorsn ny1 1
toute orbite de G dans g rencontre [ g li [ g m, a¨ec Dy1 sye 1 11F iF n m g D1  .  .l g D N il existe i ¨erifiant n l, l s y1, n l, l s 0 pour i q 1 FÂ1 i j
4j F n .
Demonstration. On procede par recurrence sur l'entier n. Le resultatÂ Á Â Â
est trivial pour n s 1. On suppose la propriete demontree pour n y 1.Â Â Â Â
Pour n: Comme la racine l est 1-longue, d'apres le lemme 5.2.1 touteÁn
orbite de G dans g rencontree 1
E h l g [ g ln [ U h . .  .y1 n 1 n 1
Il suffit alors d'appliquer l'hypothese de recurrence au prehomo-Á Â Â
  .  . .  .gene faiblement commutatif U h , U h remarque 3.2 ; commeÁ n 0 n 1
w  .  .x.  .G U h , U h centralise h , E h l g , qui est inclus danse 0 n 0 n n y1 n 1
m w  .  .x.[ g , est normalise par G U h , U h .y Â e 0 n 0 nm g D1
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Ainsi on a egalement montreÂ Â
 .Remarque. Soit g , g , H un prehomogene commutatif regulier alorsÂ Á Â0 1 0
il existe n racines l , . . . , l 1-minimales, deux a deux fortement orthogo-Á1 n
nales dont la somme des co-racines vaut 2 H et toute orbite de G dans g0 e 1
rencontre [ g li.1F iF n
On introduit le systeme de racines suivant:Á
ÄD s "l , " l " l , "l " l " l " l r2,  .i i j i j k m
1 F i - j - k - m F n l D ; R .4
ÄD est une partie close et symetrique de D contenant D lorsque toutesÂ "2
les racines l , 1 F i F n sont 1-minimales et dans ce cas toutes les racinesi
Äde D sont 1-minimales. On considereÁ1
g9 s g m [ E a .[ 0
Ä 4mgD
Äcomme D est une partie close et symetrique, g9 est une sous-algebre deÂ Á
Lie de g , or la restriction de B a g9 = g9 est non degeneree donc cetteÁ Â Â Â Â
algebre est reductive. Soit c son centre, g9 sa partie semi-simple etÁ Â Ä
b s [ Fh ; b H est inclus dans c donc b est une sous-algebre abe-Á Âi1F iF n
lienne, deployee maximale, formee d'elements semi-simples de g9, et leÂ Â Â Â Â Ä
Äsysteme de racines correspondant est D.Á
 X X .  .g , g , H est un prehomogene de meme nature que g , g , H :Ä Ä Â Á Ã0 1 0 0 1 0
 .faiblement, ou presque, ou quasi commutatif. Ainsi suivant la remarque 1
qui suit le lemme 4.2 et pour eviter des notations ulterieures, on definitÂ Â Â
directement
g s L gX .Ä Ä"1
 .et on considere le prehomogene g , g , H . Le lemme qui suit estÁ Â Á Ä Ä0 1 0
evident:Â
 .LEMME ET DEFINITION 5.2.3. g , g , H est un prehomogene de memeÄ Ä Â Á Ã0 1 0
 .nature que g , g , H : faiblement, ou presque, ou quasi commutatif.0 1 0
b est une sous-algebre abelienne, deployee maximale, formee d'elementsÁ Â Â Â Â ÂÂ
Ä  .semi-simples de g , et D est le systeme de racines de g , b .Ä Á Ä0
g est deployee si et seulement si les sous-espaces radiciels g li sont tous deÄ Â Â
 .dimension un. Dans ce cas, on dit que le prehomogene g , g est presqueÂ Á 0 1
deploye.Â Â
Remarque. Lorsqu'on suppose que D est irreductible, que pour tout iÂ
les sous-espaces radiciels g li sont tous de dimension un et que les racines
 4  4l ne sont pas toutes 1-minimales, les racines l ont alorsi 1F iF n i 1F iF n
deux longueurs differentes donc pour toute racine de D le sous-espaceÂ
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radiciel associe est de dimension un ainsi g est une algebre simpleÂ Á
 4deployee. Ce resultat peut etre en defaut lorsque les racines lÂ Â Â Ã Â i 1F iF n
sont toutes 1-minimales.
 .Le prehomogene g , g , H sert essentiellement a reduire laÂ Á Ä Ä Á Â0 1 0
caracterisation des orbites.Â
PROPOSITION 5.2.4. On suppose que toutes les racines l sont 1-minimalesi
alors
 .1 Toute orbite de G dans g rencontre g .Äe 1 1
 .2 Toute orbite de G dans les elements 1-simples rencontre le sous-ÂÂe
 4ensemble b l les elements 1-simples de g .ÂÂ Ä
Demonstration.Â
y Ä .1 Resulte de la proposition 5.2.2 et de l'inclusion de D dans D.Â 1
 .  .2 Se deduit de 1 et du lemme 2.2.Â
 .Avec les notations introduites dans le 2 de la remarque qui suit le
lemme 4.2, on a:
 .PROPOSITION 5.2.5. On suppose que g , g est faiblement commutatif0 1
presque deploye et que que toutes les racines l sont 1-minimales, lesÂ Â i
  4.representants des orbites 1-simples, a l'action de w g W N w l , . . . , l sÂ Á 1 n
 44l , . . . , l pres, sont donnes par les elements h , A decri¨ ant les sous-Á Â ÂÂ Â1 n s A.
 4ensembles de racines deux a deux fortement orthogonales de l , . . . , l jÁ 1 n
  . 4l g D N l l s 4 .2
L'ensemble des orbites de G dans les elements 1-simples est en bijectionÂÂ
 .a¨ec W _ WrW y W si et seulement si g , g est quasi commutatif.0 0 0 0 1
Demonstration. Par la proposition 5.2.4, il suffit de montrer la proposi-Â
 .tion pour le prehomogene faiblement commutatif g , g , H , et parÂ Á Ä Ä0 1 0
hypothese l'algebre semi-simple g est deployee, il suffit alors d'appliquerÁ Á Ä Â Â
 .le 3 du corollaire 4.6 en remarquant que dans ce cas il n'existe pas de
 .racines l de D telles que l l s 3.2
6. CLASSIFICATION
Avant de donner la liste des prehomogenes concernes par les resultatsÂ Á Â Â
precedents, indiquons un resultat.Â Â Â
 .LEMME 6.1. On suppose que g , g est faiblement commutatif et que x0 1
est un element non nul de [ g li alors il existe une partie J deÂÂ 1F iF n
 4  .1, . . . , n , des sl -triplets x , h , y , qui commutent deux a deux et g quiÁ2 j j j jg J
  ..est un produit d'elements de la forme exp ad A a¨ec A appartenant aÂÂ Á
liyl j  .g , l y l g D , tels que g x s  x .i j 0 jg J j
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Demonstration. C'est une recurrence sur n. Le resultat pour n s 1Â Â Â
etant evident, on suppose le lemme vrai pour n y 1.Â Â
Soit x non nul appartenant a [ g li. On le decompose:Á Â1F iF n
x s x i
1FiFn
par recurrence il existe un element g de la forme indiquee dans l'enonce,Â Â Â Â Â Â
 4  X X.une partie J de 1, . . . , n y 1 et des sl -triplets x , h , y , qui commu-2 i i j jg J
tent deux a deux, tels que:Á
g x s xX . i i /
1FiFny1 jgJ
X  .Comme h commute a ces sl -triplets, il suffit de modifier, x s g xÁn 2 n n
pour avoir les relations de commutation demandees. On suppose xX nonÂ n
nul, alors comme pour j g J xX appartient encore a g l j, il se complete enÁ Áj
un sl -triplet 1-adapte d'element simple h donc pour j dans J:Â Â Â2 j
2X l yln jad x : g l E h l E h s g . .  .j 0 2 n y2 j
ª g l E h l E h s g lnql j .  .2 2 n 2 j
 .  .  X .2 .est bijectif. Soit z dans g l E h l E h tel que ad x z sj 0 2 n y2 j j j
w X X xy x , x et z s  z alors pour tout j, z commute avecn j jg J j j
lk  .[ g proposition 4.11F iF n, k / j4
exp ad z x9 s xX q xY .  . .  j n
jgJ
avec
Y X w X xx s x q z , x .n n j j
jgJ
Si xY est nul, la demonstration est finie. Sinon xY est un element non nulÂ Â Ân n
ln  X 4de g . Comme les x commutent deux a deux, et par le choix desÁj jg J
 4 w Y X xz on verifie que x , x s 0 pour j dans J, il suffit donc de prendreÂj jg J 9 n j
Y 4  .J9 s J j n et de completer x , h en un sl -triplet 1-adapte.Â Ân n 2
On rappelle que F est une cloture algebrique de F et que g s g m F.Ã Â i i F
 .  .PROPOSITION 6.2. Lorsque g , g est faiblement resp. quasi commu-0 1
 .  .tatif, g , g est egalement faiblement resp. presque commutatif.Â0 1
Demonstration. La demonstration se fait par recurrence sur le rangÂ Â Â
de g. On suppose donc la proposition demontree lorsque le rang de gÂ Â
est inferieur ou egal a p et on suppose que le rang de g est p q 1Â Â Á
 .avec p G 0 .
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Soit h une sous-algebre de Cartan de g contenant H , D le systeme deÁ Á0
 .   . 4racines de g , h muni d'un ordre pour lequel a g D N a H ) 0 est0
q   . 4inclus dans D . On note D s a g D N a H s i , W le groupe de Weyli 0 0
associe a D .Â Á 0
 4 Soit a , . . . , a un ensemble de racines de D , deux a deux resp.Á1 m 1
.fortement orthogonales tels que la somme des co-racines, noteesÂ
h , . . . , h , vaut 2 H , cet ensemble ayant un nombre maximal d'elements.Â Â1 m 0
Soit a une sous algebre abelienne, deployee, maximale contenue dansÁ Â Â Â
 .h l g , D le systeme de racines de g , a muni du meme ordre, D sÁ Ã 1
  . 4l g D N l H s 1 .0
Soit l une racine de D et h sa co-racine alors h est 1-simple au1 1 l l1 1
 .  .  .sens de g , g donc egalement au sens de g , g . D'apres le 1 duÂ Á0 1 0 1
 4corollaire 4.6, il existe w g W et une partie I de 1, . . . , m tels que0
 .h s w h .l I1
Si p s 0 alors h s 2 H , la demonstration est terminee. SinonÂ Âl 01
  .  . .  .considerons le prehomogene U h , U h . On a U h sÁ Â Á g l 0 g l 1 g l1 1 1
  ..U w h , commeg I
U w h , U w h .  . .  . /g I g I0 1
 .est encore un prehomogene faiblement commutatif remarque 3.2 on peutÂ Á
lui appliquer l'hypothese de recurrence ainsi il existe l , . . . , l racines deÁ Â 2 n
l1   . 4D s l g D N n l, l s 0 dont la somme des co-racines vaut 2 H y h1 1 1 0 l1
d'ou la premiere assertion.Á Á
 4Dorenavant on suppose que l'ensemble l , . . . , l a un nombre maxi-Â 1 n
 .mal d'elements et que g , g est quasi commutatif. D'apres le lemma 6.1Â Â Á0 1
il suffit de montrer que l'espace vectoriel
V s E h E h s g l j . .[ F [2 j 0 k
1FjFn 1FjFn1Fi/jFn
contient un element admettant 2 H comme element 1-simple, ce qui estÂ Â Â Â0
equivalent au fait que la restriction du polynome defini sur g par:Â Â 1
2 4ÄP x s det ad x rg det ad x rg .  .  . .  .y1 y2
w xa V est non identiquement nulle 9 .Á
Or
V > E h E h s W . .[ F /2 j 0 k
1FjFm 1Fk/jFn
 .g , g etant quasi commutatif, l'espace vectoriel W contient des elementsÂ Â Â0 1
admettant 2 H comme element 1-simple au sens de g donc la restrictionÂ Â0 1
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Ä Äde P a W est non identiquement nulle d'ou la restriction de P a V est nonÁ Á Á
Äidentiquement nulle, il en est donc de meme de la restriction de P a VÃ Á
ainsi il existe un sl -triplet 1-adapte de la formeÂ2
x , 2 H , y a¨ec x g g li , 1 F i F n i 0 i /
1FiFn
il ne reste plus qu'a appliquer le lemme 6.1.Á
Dans le reste de ce paragraphe, on donne la liste des prehomogenesÂ Á
faiblement ou quasi-commutatif en indiquant pour chaque systeme deÁ
racines irreductibles D la racine simple l appartenant a D comme cela aÂ Á0 1
w x  .ete indique dans la proposition 5.1.1 et on utilise la notation de 9 : D, l .Â Â Â 0
Ainsi, soit D un systeme de racines irreductible, S une base de D, lÁ Â 0
 .une racine de S, H l'element defini par l H s 1 et pour a / lÂ Â Â0 0 0 0
 .   . 4appartenant a S a H s 0. On definit D s l g D N l H s i et S sÁ Â0 i 0 0
 4S y l .0
1  4 Soit D s racines orthogonales a l munit de l'ordre induit par D i.e.Á 0
 1.q  q.1 . 1D s D , on note S le systeme de racines simples correspondant aÁ Á
ce choix de racines positives l , 1 F j F p sont les racines de S1 qui1, j 1
sont dans D .1
w xOn retrouve ainsi des resultats analogues a la proposition 2.4 de 5 .Â Á
Si on introduit les notations suivantes:
D1 s D1 l D . 0 0
Fqs D1 y D1 .  . 01
s l g D N l H G 1 et n l, l s 0 4 .  .0 0
on a:
D1 j Fqs l g D N l H G 0 et n l, l s 0 4 .  .  .0 1 0 0
ainsi que:
LEMME 6.3.
 . 1  1.1 S l D est une base de D .0 0
 .  1. q 12 D j F est une partie parabolique de D .0 1
 . 1 13 Lorsque D s B, S y S l S est constitue de racines deux aÂ Á3 0
deux fortement orthogonales.
 .  1. q4 La sous-algebre parabolique associee a D j F est maximaleÁ Â Á 0 1
 .dans chaque composante irreductible de l'algebre U h si et seulement siÂ Á l0
 .  .  .  .D,l n'est pas de type D , a a¨ec n G 5 ou E , a ou E , a ou0 n ny2 6 3 6 5
 .E , a .7 6
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 w x.  .Demonstration cf. la demonstration de la proposition 2.4 de 5 . 1 etÂ Â
 .2 sont evidents par construction.Â
 .  .3 et 4 se verifient cas par cas.Â
Notons que la condition D s B equivaut a la condition suivante: leÂ Á3
coefficient de l dans la decomposition de la plus grande racine selon SÂ0
est inferieur ou egal a deux.Â Â Á
On continue la construction en considerant:Â
D2 s l g D N n l , l s 0, 1 F j F p 4 .0 1, j 1
munit de l'ordre induit par D, etc. On construit ainsi une suite de racines
de D1
l , l , 1 F i F r , 1 F j F p0 i , j i
jusqu'a epuisement des racines de D .Á Â 1
 .Lorsque D s B, a l'aide du 3 du lemme 6.3 et des cas etudies, onÁ Â Â3
verifie que les racines l , l , 1 F i F r, 1 F j F p sont 2 a 2 orthogo-Â Á0 i, j i
nales. Cette remarque associee aux propositions 4.4, 5.1.1 et 6.3 permetÂ
d'etablir immediatement:Â Â
PROPOSITION 6.4. On suppose que D est irreductible et different de GÂ 2
 .alors pour que D, l soit associe a un espace prehomogene faiblementÂ Á Â Á0
commutatif, il faut et il suffit que
 .  4i D s 0 pour i G 3i
 . ii la somme des co-racines associees aux racines l , l , 1 F i F r,Â 0 i, j
41 F j F p soit egale a 2 H .Â Ái 0
 4Dans ce cas, les racines l , l , 1 F i F r, 1 F j F p sont 1-minimales si0 i, j i
et seulement si elles ont meme longueur.Ã
Donnons une precision supplementaire sur l , l , 1 F i F r, 1 F j FÂ Â 0 i, j
4pi
LEMME 6.5. On suppose que D s B.3
 .1 Les racines l , l , 1 F i F r, 1 F j F p , ont meme longueur si etÃ0 i, j i
 .  .  .  .seulement si D, l n'est pas de type G , a ou B , a , BC , a a¨ec0 2 2 n k n k
 .n q 1 r2 F k F n y 1.
 .2 Si l est courte, les racines l , l , 1 F i F r, 1 F j F p , ne sont0 0 i, j i
pas 2 a 2 fortement orthogonales.Á
Demonstration. On procede par classification en utilisant les planchesÂ Á
w xde 1 . Les demonstrations se font simplement par recurrence sur le rangÂ Â
de D.
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 .PROPOSITION 6.6. D etant irreductible, D, l est associe a unÂ Â Â Á0
prehomogene faiblement commutatif si et seulement si il figure dans la listeÂ Á
sui¨ ante:
 .  .  .  .  .  .i A , a , C , a , D , a ou D , a , E , a .2 ny1 n n n 2 n 2 n 2 n 2 ny1 7 7
 .  .  .  .ii B , a ou D , a a¨ec 2n - k, B , a .k n k n 2 n n
 .  .  .  .iii BC , a ou C , a a¨ec 2n - k, BC , a .k n k n 2 n n
 .  .  .  .  .iv F , a , E , a , E , a ou E , a .4 1 6 2 7 1 8 8
 .  .  .  .  .  .  .v B , a , BC , a , C , a , D , a , E , a , E , a ,n n n n 2 n n 2 n n 7 2 8 1
 .  .F , a , G , a .4 4 2 2
 .  .  .vi B , a a¨ec k q 1 F 2n F 2 k y 1 .k n
 .  .  .vii BC , a a¨ec k q 1 F 2n F 2 k y 1 .k n
Le prehomogene associe est quasi-commutatif si et seulement si l est longueÂ Á Â 0
 .  .  .pour les cas i a v et pour vi lorsque 2n s k q 1.Á
 .  .Toutes les racines l sont 1-minimales sauf dans les cas vi et vii .i
 .  .  .  .  .R, l est de type C , a dans le cas i , B , a dans le cas ii ,0 n n 2 n n
 .  .  .  .BC , a dans le cas iii , F , a dans le cas iv ; D s R pour chaque cas2 n n 4 1
 .  .  .de v , vi et vii .
Demonstration. On fait la verification lorsque D s G .Â Â 2
 .Les prehomogenes g , g faiblement commutatifs sont tels que laÂ Á 0 1
 1. qsous-algebre parabolique associee a D j F est maximale dans chaqueÁ Â Á 0 1
 . composante irreductible de l'algebre U h cf. la remarque 3.2 et laÂ Á l0
.  .proposition 5.1.1 . On applique alors le 4 du lemme 6.3 qui elimine ainsiÂ
un certain nombre de cas. Pour les cas restants, on applique le critere deÁ
la proposition 6.4 et le lemme 6.5.
Remarques.
 .1 Lorsque D s B pour i G 3, les systemes de racines ne con-Ái
 .  .  .venant pas sont les suivants: A , a avec 2k / n y 1, C , a ou D , an k k n k n
 .  .  .  .  .avec 2n ) k, E , a , E , a , E , a , E , a , E , a .6 1 6 3 6 5 6 6 7 6
Toutes les racines de D ont la meme longueur mais la somme desÃ1
co-racines est differente de 2 H .Â 0
 .  .  .  .Pour A , a avec 2k / n y 1, E , a , E , a , E , a on a D s Bn k 6 1 6 6 7 6 2
 .et donc ils ne sont pas reguliers lemme 3.1 ; lorsque g est deployee il enÂ Â Â
 .  .est de meme pour les cas E , a et E , a .Ã 6 3 6 5
 .  .  .  .  .  .2 Les cas B , a , D , a avec n G 4, E , a , E , a , E , a ,n 2 n 2 6 2 7 1 8 8
 . w xF , a correspondent aux paraboliques ``extraspeciaux'' etudies dans 7 .Â Â Â4 1
 . COROLLAIRE 6.7. Lorsque g , g est un prehomogene commutatif i.e.Â Á0 1
 4 4g s 0 pour i G 2 regulier tel que g soit un g -module simple, le systemeÂ Ái 1 0
 .  .  .de racines associe est de type C , a a¨ec n s 2 B H , H rB h, H ,Â n n 0 0 0
h etant la co-racine d'une racine 1-longue de D .Â 1
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Demonstration. Dans la liste donnee dans la proposition 6.6, seulÂ Â
 .C , a est associe a une graduation verifiant R s B pour i G 2 ce quiÂ Á Ân n i
montre la premiere assertion.Á
La seconde assertion decoule de la proposition 5.1.1 et du calcul deÂ
 .B 2 H , H .0 0
La remarque qui suit est une simple application des propositions 6.6 et
6.2, du corollaire 4.6 et du lemme 5.1.3:
 .Remarque. Lorsque les composantes irreductibles de g , g apparti-Â 0 1
 .  .  .ennent a la liste suivante: A , a , C , a , D , a ouÁ 2 ny1 n n n 2 n 2 n
 .  .  .  .D , a , E , a , B , a avec 2n F k q 1, D , a avec 2n F k,2 n 2 ny1 7 7 k n k n
 .  .  .  .  .  .  .E , a , E , a , E , a , E , a , E , a , F , a , G , a alors6 2 7 1 7 2 8 1 8 8 4 1 2 2
 .g , g est presque commutatif; pour tout h 1-simple il existe une partie I0 1
 4de 1, . . . , n telle que h soit dans G .h. Pour tout I, h est 1-simple.I e I
 .  .Lorsque g , g n'a pas de composantes irreductibles de type B , aÂ0 1 k n
 .  .ou BC , a aved k q 1 F 2n F 2 k y 1 , h et h sont dans la memeÃk n I J
orbite si et seulement si I et J sont dans la meme orbite de Q.Ã
 .  .  .Dans le cas particulier ou R, l est de type B , a ou BC , a ouÁ 0 n n n n
 .  .  .C , a ou F , a ou F , a il y a n orbites 1-simples de representantsÂn n 4 1 4 4
h q ??? qh , 1 F i F n. Deux elements 1-simples h et h9 sont dans laÂ Â1 i
 .  .meme orbite si et seulement si B h, H s B h9, H .Ã 0 0
 .  .  .Dans le cas particulier ou R, l est de type B , a ou BC , a ouÁ 0 n n n n
 .  .  .C , a ou F , a ou F , a , il suffit de determiner Q, plus precisementÂ Â Ân n 4 1 4 4
 .de montrer que Q s S c'est a dire que pour 1 F i / j F n, l y l r2Án i j
est dans R.
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